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P(t) = 100e 50
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pP =
100 =Ce® =C
200 = 100e°9K
7 = eSOK
In2 = 50K
_ n2
50

C = Populacja w czasie 0

K = wspotczynnik wzrostu
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Prawo Newtona Ochtodzenia

dT
= —K(T = T,)

= —Kdt
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e In|T —T,| = —Kt+ C;
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Prawo Newtona Ochtodzenia

dT
= —K(T = T,)

= —Kdt

T_

1,
e In|T —T,| = —Kt+ C;

o T —T,| = e Kt*tC1 = Ce~Kt

T >T, T(t) =Ce Xt +T,
T <T, T(t) =T, — Ce K¢



/adanie

*T,=20C
- T(0)=80C
* T(2) =60 C

* lle minut minie nim ochtodzi sie herbata do 40 stopni?
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Wzrost populacji N zalezne od pokarmu C

* N'=K(C)N
* C'=—aK(C)N

Gdy K(C) = kC

NoB
NO + (B - No)e_rt

N (t) =

C
No = N(0),B =

0
—,r =kC
a’ 0
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Chemostat

* N(t): koncentracja bakterii ;

. masa
* C(t): koncentracja pokarmu ” Feed Effluent
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Poprawiony model

*N' = K(C)N — =N
+C' = —aK(C)N —=C

vV



Funkcja pokarmu?

K(C)




Funkcja pokarmu?

X K(C)

1+ x




Funkcja Michaelis-Menten

C K(C)

n




Bardziej doktadny model

C F
N—=N
Kn+C Vv

N——C+ %

*N' = Knax
o' = —akK

max Kn+C




Nondimensionalization

* Pomyst:
* pozbyc sie jednostek parametrow
e Zmniejszyc¢ liczbe parametrow
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Nondimensionalization

* Pomysl: NZN*N
/ N

stara zmienna stata

nowa zmienna

e N jest tak dobrany zeby miat taka jednostke (g) jak N, tzn. N* nie ma
jednostki

* AnalogiczniedlaCit
C=C*-C

ct=t"-1



/amiana zmiennych

, C F
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/amiana zmiennych

I __ C F
*N' = Kmax Kn+CN B ;N
C F F
I __
. ANN) CC_ NN —EN*R
d(t*T) max g +c*¢ 1%

a(c*c c*C ~ F .Aa . F
e G N N*N —-C*C +-C,
d(t*1) Kn+C*C 14 14



Upraszczanie

d(N*N) c*C P R S
) — ~ N N - _N N
d(t*T) max g +c*¢ 14
d(c*e) c*C o5 F oa F
° = — = N N — _C C + _C
d(t*T) max g 4+c*¢ % v 0
d(N™) C* * F *
. = T N™——=1tN
G I v
da(c* —aKmagxTN C* F Ft
RICI max N*—;TC*+;EC0

an ¢ Ehyc
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d(N™) C* P .
= T N*——1N
ay ~ maxt R

d(c* —aKpmarTN C* F Frt
® ( )_ max N*__Tc*_l__ECO

dt*) ¢ I%+C* 4 14

. Wybierz% =1
. Wybierzgr =1
e Wybierz N = C -

aKmaxT aKmaxV



Nowy system

d(N*) V C* N

d(t*) =~ MaxX pq4ct
d(Cc* c* C

d(t*) 1+C* K,
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Nowy system

d(N*) c*

“aoy -GN N
A€ €
d(t*) 1+C*N ("t ay



Stany stacjonarne i homeostaza

AW _ o d© _
da(t) ©od(b)

awy _ €
dit)  *1+cC

d(C C
O\

d(t) 1+

C



Stany stacjonarne i homeostaza

TGO BN TC B
d(t) "od(t)
C
cay—N-N=0 diN) ¢
1+C —d(t)_a11+CN N
WO___C ¢y
._LN_C-FC(Z:O d(t)_ 1+C a>

1+C
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dit) 1+cN C+a

* (N, 0) = (o (az B a11—1) ’ a11—1)

ca; >1
1
C(l—l

c qy >



Co sie staje z naszym rozwigzaniem gay
zaczynamy blisko stanu stacjonarnego?
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Analiza stabilnosci (aproksymacja liniowa)

cd(N) _ C v N

6 =GN —N=F®N,C)
,do _ ¢ _ B

6= "N —C+a;=GWN,C)

* Macierz Jacobiego

OF OF
J=|%¢ y'=Jy  (wpunkcie (N,C))
ON 0C

Rozwigzanie dla y(t) znajdziemy za pomocy wartosci i
wektoréw wtasnych A;, v;, np. y(t) = c;v et +
c,v,el2t

2V2



Specjalny przypadek w 2D
-y = Z]y

eT=a+d
D =det(4A) =ad —cb

*Re(1,) <0, Re(1,) <0 & 1<0, D>0
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C 1
dOF OF 0 ——1 a N
.7 _|on ac | _ 1+C (1+C)?
] = aG 0G| _cC N _1
ON OC 1+C (1+C)?

* W punkcie (N, C)

1

OF C _ 1
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OT:O_

(1+C)?




- N
[P 1+c ¥ )2
J C N
1+C (1+C)2

rT=0- (1+C)?



N
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C
D=0~ (-1

)

1 <0

1
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N
.T_O_(1+C)2_
C
D=0~ (-1

)

1 <0

1
L (1+0)2

=

 (1+0)2




N

(1+C)? —1<0

OT:O_

C 1 = N
D=0- (_ :c‘) U ez T @roe

* Czyli stan stacjonarny jest stabilny!

> (
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Najszybszy czas
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Co 0zhaczajg nasze warunki?

1 V
¢ al > 1 \ g < —
Kmax F
~ \
Najszybszy czas Czas zeby caty
rozmnazania pojemnik wylac

vV
‘) = Kmax}
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C ~ %
o =>(C%
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Co 0zhaczajg nasze warunki?

T \
Koncentracja wptywajgcego Koncentracja pokarmu
pokarmu w homeostazie
Co
L az e —



Proces analizy

* Analiza wymiarowa

* Nondimensionalization

* Stany stacjonarne

* Analiza stabilnosci

* Odniesienie sie do rzeczywistosci



informacji w systemach biologicznych

Przekaz




Sygnaty

OH
O
k-
N
H

Hormony



Aktywny/pasywny transport

http://www.abpischools.org.uk/



Dyfuzja

http://www.abpischools.org.uk/



Prawo Grahama

Pinhole Pinhole
iy 4
| . o v
— , 2 a—t
'S v v v
L4 ) » B
= 4
4 4 |
Helium (He) Evacuated Ethylene oxide Evacuated
chamber (C,H,0) chamber
l
Rate, Molar Massg

Ratep \ Molar Mass,
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Dyfuzja

Odlegtosc x




Dyfuzja

"Molarna masa” D
(wspotczynnik dyfuzji)




(koncentracja) c

Gestosc

Dyfuzja
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o000 9
o000 °
o 000 °
o000 9
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Dyfuzja



Pierwsze prawo Ficka
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(1 —c2)-A-D
X

V=

(c1 — ¢2)

<<
1
S
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Pierwsze prawo Ficka

: Ci1 —Cr)*A-D
o _(a—c)
X
V— DV
e C

Strumien Gradient
pola



Pierwsze prawo Ficka

(cp—c3)-A-D

] =—DVc

Strumien Gradient
pola

concentration (C)




Rownanie ciggtosci

 Jak zmienia sie liczba
czasteczek w danej
pOzZyCji?

* W przypadku cylindra od
punktu x do x + Ax:
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Rownanie ciggtosci

* Liczba czgsteczek to:
N =cAAx
* Gdzie A powierzchnia przekroju cylindra
* ¢, koncentracja czasteczek
e Ax, dtugosc cylindra

 Wtedy zmiana liczby czgsteczek w czasie
t jest dane przez przeptywy czasteczek w
pozycji x i x + Ax:

. a(cgltAx) = AJ(x) — AJ(x + Ax) + 0AAx
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Rownanie ciggtosci

. 0(cAAx)
ot

= AJ(x) — AJ](x + Ax) + 0AAx

, dc(xt) _ J(0) =] (x+Ax) Lg
ot Ax

* Gdy Ax zbliza sie do zera dostajemy:

dc d]
*—=—x0
ot dx —



Rownanie ciggtosci

. 0(cAAx)
ot

, dc(xt) _ J(0) =] (x+Ax) Lg
ot Ax

* Gdy Ax zbliza sie do zera dostajemy:
Lo 0
ot ox —
dc

* W przypadku wielowymiarowym: — = =V

at

= AJ(x) — AJ](x + Ax) + 0AAx

J

+ o



Drugie prawo Ficka
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Drugie prawo Ficka

L0c 9] _ a(Da) LY
ot  Ox Ox 9x2



. . oc d%c
Drugie prawo Ficka: - = D ™

oo ® Dyskretny model

Ciggty model




/adanie

* Stworz szereg kul we vPython, tak zeby kazda kula dotykata sgsiednie.

* Najbardziej lewa kula stato produkuje jakas substancje. Wyraz
koncentracje substancji intensywnoscig koloru kuli.

e Zaimplementuj dyfuzje substancji pomiedzy kulami.




Example: how is lateral branching controlled
in Physcomitrella patens?

Coudert and Palubicki et al. Three ancient hormonal cues co-ordinate shoot branching in a moss. eLife 2015



Independent evolution of lateral branching

angiosperm

A B B T

liverworts  mosses hornworts lycophytes ferns gymnosperms angiosperms



Apical Dominance

active
apical bucﬂ

dormant

lateral —\,:
bud




Auxin suppresses lateral buds

lanolin

+ ‘
IAA Auxin applied to
| decapitated stem
suppresses lateral

buds




Apical dominance without PAT?

Decapitation experiment
performed in the moss
Splachnum ampullaceum

Percent-

age of bud

Treatment reactiva-
tion
Intact 0
Degapitated + water 84

Decapitated 4+~ TAA

(1 mgm./ml.) 0

von Maltzhan et al, Nature 1959



Apical dominance without PAT?

Percent-
age of bud
Treatment reactiva.
Decapitation experiment Hon
H Intact 0
performed in the moss Decapitated + water &
Splachnum ampullaceum Decapilated + TAA
(1 mgm./mi.) 0

von Maltzhan et al, Nature 1959

auxin* PINA
% ﬂ PINB
4% . A\ 4 PINC
UBQ
Fujita et al,, Evol. Dev. 2008 o

Bennett et al, in prep



Branching inhibited by the apex

apex

leaf 6
branch . leaf or metamer
leaf 4 [l 22"
above lea - lateral branch




Branching inhibited by the apex

leaf 6

leaf 4

leaf |

apex

branch
above leaf 4

random

. leaf or metamer
. lateral branch




Branching inhibited by the apex

apex
leaf 6

. leaf or metamer
leaf 4 [l <=, Pranch

above leaf 4 . lateral branch

leaf |

no decap. decap.

random

branching pattern
after 1 week



Average distance between branches

W
o

ul

Leaf number
H o= NN
i © 1 O

00 10 20 30 40 50 60
Shoot number

Random model:
Ave. distance between neighbors: 3.13

Leaf number

0 10 20 30 40 50 60
Shoot number

Wild-type:
Ave. distance between neighbors: 4.48



Branch distribution is over-dispersed?

 Calculate minimum distance of random points in the branching zone
to real branches

. Distance to nearest branch

—

Random point -




Branch distribution is over-dispersed

 Calculate Hopkins index:

B (min;(|lx — b;[[))

H

Wild-type data Hopkins Index: 0.81 (o = 0.09)



Moss Branching Model

* Apices are sources of auxin production
* Branch initiation is controlled by auxin concentration
* How is auxin moving through the moss shoot?



Development in the Moss Branching Model

Rule |

Rule I

Rule 1l

c<T

~

Branch internode

- Branch apex

Auxin concentration ¢

T is the branch activation

\threshold

/




Directional movement of auxin in the moss
oranching model

dc;
d_tl = Kp(¢ij41 — €;) + Ka(ci—1 — ;) — vgy

1+1

1—1




Directional movement of auxin in the moss
oranching model

dc;
d_tl = Kp(¢ij41 — €;) + Ka(ci—1 — ;) — vgy

1+1

KBzKA

Diffusion

1—1




Directional movement of auxin in the moss
oranching model

dCi
o = Kg(ciy1 —¢;) + Ky(cimq —¢;) — ve
[+1
Kp < K,

1—1




Directional movement of auxin in the moss
oranching model

dc;
d_tl = Kp(¢ij41 — €;) + Ka(ci—1 — ;) — vgy

1+1

Kz > K,




Input Parameters

* H,pex IS the target auxin concentration of the terminal apex (stochastic

parameter)

* His the target auxin concentration of lateral apices (stochastic
parameter)

e Tis the branching threshold (stochastic parameter)
* v is the auxin concentration decay rate
* K, and Ky determine the rate of directional auxin transport



Development and Auxin Transport




Directional movement of auxin

basipetal
auxin transport




Directional movement of auxin

basipetal acropetal
auxin transport auxin transport




Directional movement of auxin

basipetal bidirectional acropetal
auxin transport auxin transport auxin transport




Bidirectional transport model captures real
data

basipetal bidirectional acropetal
auxin transport auxin transport auxin transport

inhibitor }

(lowerT)



Quantitative analysis: bidirectional model

0.35
: | > - owr
030 | e Wild-type
.."F""-.. E 4 X model X ®® X x
azs| f Y Model o)
g (Y -
2 old N 2 3
Sozof [ c
E / N o 2 x
£ 00 I-I."I \ % _
g | \\ 5 1 X® Ox0 PEFRRIRRIXIR®X  xO
oo -~
\ 0 **EBFORROBOD
005y N ' 10 15 20 25 30 35 40
a0, : N, N — shoot height (leaf number)

Metamer pasition

Model Wild-type
Branch number 87 83
Distance between 4.46 4.48

branches
Apical inhibition zone 18.0 17.9



Branching patterns in altered auxin level
mutants




Branching patterns in altered auxin level
mutants

lower
auxin production




Branching patterns in altered auxin level
mutants

lower higher
auxin production auxin production

‘SHon5 s

ess auxin
| .




Strigolactone deficient mutant

WT with basal inhibitor

lower basal threshold

.‘

WT without basal inhibitor




Strigolactone deficient mutant

WT with basal inhibitor

lower basal threshold

CCD8 expression
(shoot base)

-

Proust et al, Development 201 |

A WT B- ccd8

WT without basal inhibitor



Cytokinin deficient mutant

with basal inhibitor
lower global threshold

lower basal threshold

| cytokinin deficient

cytokinin over-producer




Decapitation simulation




3
R

branching pattern
after 1 week



/. Branch apex \
—_—
Rule | -
= Branch internode
c<T
vl — [
‘ Auxin concentration ¢
c>T
—_— T is the branch activation
Rule I
Qreshold /

dc;
d_tl = Kp(Civ1 —¢;) + Ka(Cimq — i) — vy



Conclusion

e Auxin, cytokinin and strigolactones control major aspects of
branching patterns in Physcomitrella patens

* Parameter space of simple model captures branching patterns of
mutant and transgenic lines:
* Denser branching at low auxin levels
» Sparser branching at high auxin levels

* Local and global thresholds of branching capture effects of cytokinin and
strigolactones



Conclusion

y Yy YoyY v P

liverworts mosses hornworts lycophytes ferns gymnosperms angiosperms

« cytokinins - auxin
« strigolactones -
72



2D Numpy array

U = np.random.rand(size, size)



Metoda roznic skonczonych

z+ h,y) +u(z —h,y) +u(z,y+h) +u(z,y—h) — du(z,y)

u(



Implementacja za pomocy numpy arrays

def aproksymacjalL (X):
XGora = X[1:-1,2:]
XDol = X[1:-1,0:=-21
XLewo = X[0:-2,1:-1]
XPrawo = X[2:,1:-1]
XSrodek = X[1:-1,1:-1]
return (XGora + XDol + XLewo + XPrawo - 4 * XSrodek)



/adanie

* Rozszerz model z poprzedniego zadania do dwoch wymiarow.

e Stworz za pomocy modutu matplotlib wykres konturowy koncentracji
substancji w kilka punktach czasowych.



Analiza i prezentacja modelu neuronu:
FitzHugh-Nagumo
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Wzrost Anabaena, L-system + rown. rozn.

Al bt Ll

Figure 3: Fragment of a simulated filament of Anabaena. Vertical lines indi-
cate the concentrations of the activator and inhibitor (above and below the
cells, respectively). Notice the sharp peaks of the activator concentration
that define the heterocysts, and high levels of the inhibitor concentration in
the neighboring vegetative, which prevent their differentiation. The param-
eters used in the simulation were: p = 3, kK = 0.001, ap = 0.01, p = 0.1,
ho = 0.001, v = 045, Dy = 0.004, asp, = 1, k£ = 0.38196, spar = 1,
r = 0.002, and w = 0.001.

Mark Hammel and Przemyslaw Prusinkiewicz. L-systems and
partial differential equations.



Rozwoj starozytnych cywilizacji

fsmh | ol \J |
J MJ L ugﬂbu\{;w |

X {km)

F1G. 5. A typical population profile P(x) of the social system. The cities are located at the sharp spikes, and
the single state is centered in the city at x = 21 km.

Young. A spatiotemporal model of civilization.



Prezentacja Modeli epidemicznych

Determine dynamics of the SIR Model

Susceptibles Infectives Removed

We must determine:
« The rate at which susceptible individuals get infected.
 The rate at which infected individuals recover (or die).




Modelowanie Pasek ryb

h 1
20 . 2
15 |
Bullara, Decker. Pigment cell movement
is not required for generation of Turing
10 patterns in zebrafish skin
5 |




Modelowanie mechanizmow kontrolujgce
filotaksje

Jonsson et al.. An auxin-driven polarized transport model for
phyllotaxis

588



Model Logistyczny

* Wzrost populacji N

dN

dt

K—N
K

v(1-Y) = n
r K =T

K = pojemnos¢ srodowiska

r =2 wspotczynnik wzrostu




Model Kompetycji Lotka-Volterra




Kompetycja Lotka-Volterra

* Model dwoch populacji ktore konkurujg o te same zasoby

* N;, N, populacje zajgcow i owiec



Kompetycja Lotka-Volterra

* Model dwoch populacji ktore konkurujg o te same zasoby

* N;, N, populacje zajgcow i owiec

K = pojemnos¢ srodowiska

r =2 wspotczynnik wzrostu




Kompetycja Lotka-Volterra

* Model dwoch populacji ktore konkurujg o te same zasoby

* N;, N, populacje zajgcow i owiec

le Kl _Nl _ﬁlNZ

K = pojemnos¢ srodowiska

r =2 wspotczynnik wzrostu




Kompetycja Lotka-Volterra

* Model dwoch populacji ktore konkurujg o te same zasoby

* N;, N, populacje zajgcow i owiec

dN N K1 — Ny = BN,
Bk
dt 11Y1 Kl
dN K, — N, — BN
K = pojemnos$é srodowiska 2 N, 2 — P2 N1
dt K,

r =2 wspotczynnik wzrostu




Pytania

e Czy zajace i owce mogg koegzystowac?
e Czy jeden z gatunkow zdominuje drugiego?



Pytania

e Czy zajace i owce mogg koegzystowac?
e Czy jeden z gatunkow zdominuje drugiego?

 Nullclines:



Pytania
e Czy zajace i owce mogg koegzystowac?

e Czy jeden z gatunkow zdominuje drugiego?

 Nullclines:

¢ N1 — O IUb Kl — Nl_ﬁlNZ — 0



Nullclines




Nullclines




Nullclines




Nullclines

Vv




Nullclines

Vv
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Stabilnos¢ — gatunki koegzystuja




Nullclines: przypadek duze f;

N,
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Kz.




Nullclines: przypadek duze f;

\
\
\
\
\
\
Klf \
Lo N
ﬂl \\\ \
\\\\
A
e
N Q
NS
\ \\\
\
\ \\\
TN
K 1
-2 Ky



Nullclines: przypadek duze f;
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Nullclines: przypadek duze f;
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Nullclines: przypadek duze f;
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Stabilnos¢ — gatunki nie koegzystuja




Owce /ajace






Positive feedback

Owce



Multistability

* Sprezenie zwrotne dodatnie moze prowadzic to kliku punktéw
stacjonarnych w systemie



Drapieznik-Ofiara

7N

/ajgce Wilki

N



Drapieznik-Ofiara

7N

/ajgce Wilki

N
+



Negative Feedback

/ajace



Populacje zajgcow x i wilkow vy

* Populacja y zmienia sie w czasie przez reprodukcje zaleznie od
populacji x



Populacje zajgcow x i wilkow vy

* Populacja y zmienia sie w czasie przez reprodukcje zaleznie od

djt, = dxy

populacji x —



Rownania rozniczkowe Lotka-Volterra

Réznice drapieznikow: d—{ = dxy —

s o . . dx
RoOznice zajgcow: i



Rownania rozniczkowe Lotka-Volterra

Réznice drapieznikow: % = dxy —cy

s o . . dx
RoOznice zajgcow: i



Rownania rozniczkowe Lotka-Volterra

Réznice drapieznikow: % = dxy —cy

s o . . dx
RoOznice zajgcow: o = ax —



Rownania rozniczkowe Lotka-Volterra

Réznice drapieznikow: % = dxy —cy

s o . . dx
Roznice zajgcow: — = ax — bxy



* Gdy y = 0, x" = ax = wzrost wykfadniczy



* Gdy y = 0, x" = ax = wzrost wykfadniczy

* Punkty stacjonarne:

* (x,y) = (0,0)



* Gdy y = 0, x" = ax = wzrost wykfadniczy

* Punkty stacjonarne: 0=dxy —cy
0 =ax — bxy

* (x,y) = (0,0)



* Gdy y = 0, x" = ax = wzrost wykfadniczy

* Punkty stacjonarne: 0=dxy —cy
0 =ax — bxy
* (x,¥) = (0,0)
a—by =0
a

y=5



* Gdy y = 0, x" = ax = wzrost wykfadniczy

* Punkty stacjonarne: 0=dxy —cy
0 =ax — bxy
* (x,¥) = (0,0)
a—by =0 —c+dx =0
_a o c
b * T



* Gdy y = 0, x" = ax = wzrost wykfadniczy

* Punkty stacjonarne: 0=dxy —cy
0 =ax — bxy
* (x,¥) = (0,0)
a—by =0 —c+dx =0
_a o c
b * T

(x,y) = (2,%



Jacobian

E=dxy —Ccy

—, = ax — bxy



Jacobian 2 -y oy

—, = ax — bxy

=)



Jacobian 2 -y oy

—, = ax — bxy

.]:(a—by —bx )



Jacobian 2 -y oy

—, = ax — bxy

.]:(a—by —bx )



Jacobian

—bx
—Cc + dx

E=dxy —Ccy

—, = ax — bxy

)



Jacobian (x,y) = (0,0)



Jacobian (x,y) = (0,0)

=5 %)
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=5 %)




Jacobian (x,y) = (0,0)

=5 %)




Jacobian (x,y) = (0,0)

=5 %)




Jacobian

_(a O
]_(O —C
11=a
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(x,y) = (0,0)

|



Jacobian (x,y)=(§,%)



Jacobian (x,y) = (g,%
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Analiza

Wilki .

Zajace



Analiza

Wilki .

Zajace



/adanie

e Zaimplementuj model Lotki-Volterry i drapieznik-ofiara. Wyswietl|
obraz fazowy i wykresy populacji jako funkcje czasu.



/adanie

* Rozwin model drapieznik-ofiara o wzrost logistyczny dla zajgcow.
Przeprowadz wstepna analize tego systemu. Zasymuluj nowy model i
wyswiet| obraz fazowy i pole wektorowe. Co da sie zauwazyc?



Modelowanie wzorcow biologicznych za
pomocy rownan rozniczkowych




Rownania reakcja-dyfuzja

oc 826
E axz f(C)
Y S e

Dyfuzja Reakcja



Reakcja w 1D?

* Na przyktad model wzrostu populacji

dc
«— = Kc
dt

e c(t) = CyeXt, Cy = c(0)

600 1000

0 200

I
10




Reakcja 2D

Lotka-Volterra: —==dxy —cy

ax — bxy

Predator-Prey Interaction Model

Number of Qrganisms
e - -

nnnnnnnnnn



Reakcja 2D

Lotka-Volterra:

bar {in thousands)
- - - - -
(=] (] B B -]
= =

dy .
e dxy —cy
dx

—, = ax — bxy

Hare-Lynx Data

-
ED
E L}
Z &0 ke
|
40 [/ 'l‘ !
B ‘ 4 ' \_ /] '
o
1845 1855 1365 1875 1EES 1805 1905 1015 1035 1938
Year
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r



/roznicowanie tkanki biologicznej

lower higher
auxin production auxin production




/roznicowanie tkanki biologicznej

Degradacja

(?c 0%c 1'/
=D —c+p

0x?% 1
\ J \
‘ “ . Produkci
Dyfuzja




Bicoid

* Wykladniczy gradient biatka w jajku
Drosophila (Driever et al. 1988, Cell)




Plankton
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Plankton
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Plankton
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Plankton

6C_Dazc "
ot oxz 0

> NTTX _n®m?D
c(x,t) = 2 anin(T) e<K L? )t
n=1



Plankton

6C_Dazc e
ot oxz 0

> NnIx _TlZTCZD
c(x,t) = 2 anin(T) e(K L? )t
n=1

2 (v nmnx
BTnzsz COSIH(T)dx

Wspdtczynnik Fouriera n = stopien



Dla n=1

X (
c(x,t) = Blsln(T)e



Dla n=1

12 Populacja sie zmniejsza



Dla n=1

2D

K 12 <0 Populacja sie zmniejsza
2D . .

K >0 Populacja sie zwieksza










K-"2 =0
o] = 1T 2
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Model reakcji-dyfuzji i przestrzenna dziedzina

ac d%c
E—D@‘FKC

B85
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Wzorce Turinga

* W roku 1952 Alan Turing teoretycznie
pokazat ze punkt stacjonarny stabilny staje
sie niestabilny jako wynik dyfuzji

* Wynik nie jest intuicyjny bo dyfuzja
osobno zmniejsza poziomy
niejednorodnosci




207

Niestabilnosc Turinga |

! —
01|
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% —  f(x.y)+ DyAx
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iy 10 X 20
f(x*.v") = 0
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Stabilnos¢ punktu stacjonarnego

deferminant 2=4det

stable spiral unstable spiral .
(complex eigenvalues, (complex eigenvalues, —IT
negative real part) positive real part) . . ;7 .
>’< Warunki stabilnosci bez
\ dyfuzji:
unstable node

@
| (real positive eigenvalues)

X
ajip-a)y —dr +dyp =

-

Eas

stable node
(real negative eigenvalues)

———

eigenvalues

_.+._ -
N -

saddle
(real eigenvalues, different signs)

0




Niestabilnos¢ Turinga

a = x—x X = x"+4a
f: — y — 1}’* ’ ) — ‘},Jk +f
% = DiAa+f(x"+a.y"+1i)

)i . , .

5 = DiAi+g(x" +a,y* +1i)

% — [)”A(_?—}—a] ]f-?_|‘f-?ljf

% = DiAi+aria+ani

D [
0 10 X
0.1
[
C‘/
-0.1

0.1 0 a 0.1

20



Metoda

* Po jednorodnej perturbacji system wraca do
rownowagi

0 100 space 200



Metoda .
2 B
0 a
* Po jednorodnej perturbacji system wraca do
rownowagi
* Co sie stanie po niejednorodnej perturbacji? o
0 100 space 200

0 100 space 200



Metoda

e Zatozenie: gdy perturbacja jest sinusoidalna to w
trakcie perturbacji pozostanie taka

iﬂﬂ space 200



Metoda

e Zatozenie: gdy perturbacja jest sinusoidalna to w
trakcie perturbacji pozostanie taka

* Gdy to prawda, to pytanie o stabilnos¢ sprowadza
sie do tego czy amplituda sie zwieksza czy dgzy do
Zera

100 space 200



Aproksymacja cos

A(1)cos(kx)
[(t)cos(kx)

%, s \ s

alx,r)
iI(x,1)



Aproksymacja cos

A(t)cos(kx)

I(t)cos(kx)

ax,t)

[(x,1)

d(Acos(kx))

-y = D A(Acos(kx))+4ay(Acos(kx))+ajr(lcos(kx))
a(‘rcgi{h}) = DjA(Icos(kx)) +ar|(Acos(kx)) 4+ axy(Icos(kx))




Aproksymacja cos

a(x,t) = A(r)cos(kx)
i(x,r) = I(r)cos(kx)
dAcos)) = DuA(Acos(ky)) +ary (Acos(kx)) +ap (I cos(kx))
Aesk))  —  piA(Icos(kx)) + a1 (A cos(kx)) + az (I cos(kx))
cos(kx) %‘% =  —k*DgAcos(kx)+ay; cos(kx)A +ay, cos(kx)l

cos(kx) % = —kEDJcos(k}:) +asj cos(kx)A + ara cos(kx)l

s



Aproksymacja cos

ax,t)
i(x,1)

A(r)cos(kx)
I(r)cos(kx)

d(Acos(kx))

r = DyA(Acos(kx))+ay;(Acos(kx))+ajr(Icos(kx))
a(‘rcg}im}) = DjA(Icos(kx))+ani(Acos(kx)) +an(Icos(kx))
cos(kx) %‘% —k*DgA cos(kx) +ayy cos(kx)A +aj, cos(kx)l
cos(k,r)%

—kEDJcos(k}:) +asj cos(kx)A + ara cos(kx)l

=B
oL

IS8

—k*DgA +an A +al
—kEDf[ + ﬂg]A —I—ﬂjg[

e



Macierz Jacobiego

[—Dﬁr;{“} +dq ) - | —[)!-,fgj + (Fjj} — a1y -dry < 0

'l:—[)ﬂ!{'—l—(?]|}+(—[);K—(?jj)—(?[3-(?j] < 0
DgDik?> — (Dgar> +Diay )K+ay) -a»n —a»y -a;y < 0



Macierz Jacobiego

ddet]
K

= 2DaD5 K — Dﬂﬂgg — D;‘{M |



Macierz Jacobiego

ddet]
K

= 2DaDg K — Dﬂﬂjg — D;‘{M |

2DgDjKpin — Dgarn — Djay; =0
i, — DantDiai
min — EDHD:




Macierz Jacobiego

detdmin

det min

det] min

ddet]
K

= 2DaDiK — Dgaz> — Djay;

2D, D;Kpin — Dgarr — Djayy =0

i, — DantDiai
min 2DaD;
. ,
DqaDiK,,, — (Daaro + Diayy ) Kpin +ayy - @y — ay - ay
(D,a++D;a )2 (Dgar>+D;a ]I.‘1
= =5D.D, 17 _ e 3b.D L tay-ap —ax -ap

(Daayy+Djayy)? - - -
— 4D, D; adyp -dorr —dor -dq12




Minimum det)

D Dja;q)?
( “”iQDED‘.H”) >y Ay —dax -ap
i

Dgaxy +Diayy > 2+/DgDi(ay; -axn —az; -arn)

ap -ar» —any-ap >0

Dgazs +Diayy > 2+/DgDj(ay -ax —az -apn) >0

Dgaz> + Diayy > 0



Wynik Analizy

—Dg|ax|+Dilay| >0

DI _ Da

=
lax|  |an]




Mozliwe Macierze Jacobiego

* det) jest dane przez a,,a,, —a,,3,;; juz wiemy ze a,;,a,, <0
* Zeby det) byto dodatnie musi a,,a,, <0
* Tylko dwa macierze Jacobiego sie kwalifikujg jako wzorce Turinga:



Typy wzorcow Turinga

v
Vo

J. D. Murray, Mathematical Biology Il: Spatial Models and Biomedical Applications (Springer, 2003)






Activator-Inhibitor model

ou  u? 0%u

E 7—bu+Duax2

ov 0%v
e — =y’ —v+D,—



Activator-Inhibitor model

ou  u? 0%u
ot v_bu-l_Duaxz
ov 0%v
s —=u*—-v+D,—




Activator-Inhibitor model

ou  u? 0%u
ot v_bu-l_Duaxz
ov 0%v
s —=u*—-v+D,—




Activator-Inhibitor model

ou  u? 0%u
ot v_bu-l_Duaxz
ov 0%v
s —=u*—v+D,—




Activator-Inhibitor model

ou  u? 0%u
ot v_bu-l_Duaxz
ov 0%v
s —=u*—-v+D,—




Activator-Inhibitor 2D




Activator-Inhibitor 2D




Ogony kotow

(b}

(e) x (f)







Scapular

slripes
.

(b]






S0

-

(04

)

p__..___
il

i i

0

Kondo S. et al, Nature 1995



/adanie

e Zaimplementuj model aktywatora-inhibitora.



